Kolokwium drugi termin - Funkcje Analityczne

26.01.2023

e Prosze pisa¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisaé: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Zadanie 1. (10p.)

Wyznacz wspotczynniki rozwiniecia Laurenta funkcji
2
)= —
1) (z = 1)(z 4 2i)2

w obszarach
(a) {zeC: 1< |zl <2},
(b) {z €C: |z| > 2}.

Zadanie 2. (10p.)
Zmajdz punkty osobliwe funkcji f i okresl ich rodzaj

3
flz)= Zzz_lsin<zz3>.

Czy f jest osobliwa w nieskoniczonosci?

Zadanie 3. (10p.)
Znajdz czed¢ rzeczywista i urojona calki

gdzie ~ jest petla:

(a) () = ge, t € [0,2n],

(b) v =0T, T jest tréjkatem o wierzchotkach w punktach (2,-1), (2,1), (0,0).
Zadanie 4. (10p.)

Rozwazmy funkcje f: 9D(0,1) — C dang wzorem f(z) = Z+ 2. Czy istnieje funkcja F', ktéra jest ciagla
na D(0, 1) oraz holomorficzna w D(0,1), taka, ze F(z) = f(z), dla z € 8D(0,1)? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 5. (10p.)
Zalézmy, ze funkcja f € H(C) jest wymierna. Jakie warunki musi spelnia¢ funkcja f, zeby funkcja
g(z) = exp (f(2)) byla meromorficzna?



Zadanie 6. (10p.)
Przypomnijmy, ze dwa punkty na sferze Riemanna p,q € C sa symetryczne wzgledem okregu wielkiego
C, jesli jeden z nich jest obrazem drugiego przy inwersji wzgledem C. W szczegdlnosci, jesli C' jest
okregiem, to $rodek C i punkt co sg symetryczne wzgledem C.

Pokaz, ze jesli punkty p i ¢ sa symetryczne wzgledem okregu wielkiego C' oraz h jest homografia, to
punkty h(p) i h(q) sa symetryczne wzgledem h(C).

Podpowiedz: Skorzystaj z faktu, jesli punkty p i ¢ sa symetryczne wzgledem C, wéwczas istnieje A > 0

taka, ze
C’:{ZE(C: |z = pl :)\}7
|z —q

przy czym, dla A =1, C jest prosta, a dla A # 1, C jest okregiem.
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